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Ensembles linéaires et semilinéaires
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Cornet Un sous-ensemble non vide de N” est dit linéaire s'il s’écrit sous la

forme
Définition wW+Nw+Nw+---+Nvy,
pour un certain me Netou Vi€ {1,...,n} Vv € N".

Un sous-ensemble de N”, Z" ou Q" est dit semilinéaire s'il est
I'union finie d'ensembles linéaires.

Exemples

m L'ensemble des nombres pairs est linéaire.

m L'ensemble {2"; n > 0} n'est pas semilinéaire.



Quelques propriétés
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Quelques propriétés (dont certaines démontrées dans I'article) :

s Propositions

m Si un sous-espace affine M C Q", alors M N N" est un
sous-ensemble semilinéaire de N".

m Les ensembles semilinéaires sont clos par produit cartésien,
union, somme, intersection et projection sur les composantes.
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Cornet L'arithmétique de Presburger est la théorie du premier ordre sur la
structure

= <Z, 07 17 —"_7 <7 <Em’ m e N*>>

Définition

L'arithmétique de Presburger est moins puissante que celle de Peano
(pas de multiplication), mais elle posséde beaucoup de vertus
(complétude, décidabilité...).

On peut éliminer la négation :

S(x=y) < x<yVy<x
“(x<y) o x=yVy<x
“(@a=mb) < Nocicma=mb+i

ol j est définipar0=0etn+1=n+1.
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Définition

Un sous-ensemble de Z" est Presburger-définissable s'il existe une
Bt formule de I'arithmétique de Presburger que les éléments de S (et eux
seuls) vérifient.



Le théoréeme de Ginsburg & Spanier
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Théoréme

Un sous-ensemble de N" est semilinéaire si, et seulement si, il est
Presburger-définissable.

Enoncé



Théoréme intermédiaire : élimination des

quantificateurs
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Définition

On dit qu’une théorie T admet I'élimination des quantificateurs si
toute formule est équivalente dans T & une formule sans
quantificateurs.

Théoréme

Théoréme
intermédiaire

L’arithmétique de Presburger admet I'élimination des quantificateurs.



Démonstration du théoréme intermédiaire (1/3)
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Il suffit de montrer que pour toute formule Ix (', x) ot (¥, x)

est sans quantificateurs, il existe une formule sans quantificateur
x(¥) telle que

ZEVYY Ix oY, x) < x(¥)

On simplifie le probléme car on peut :

Théoréme Z1" . z o

intermédiaire m éliminer la négation;

m éliminer la disjonction : 3x (a V §) < (Ix a) V (Ix B);

m supposer que toutes les conjonctions contiennent x : si a ne
contient pas d'occurrence libre de x, Ix a A § < a A Ix S.



Démonstration du théoréme intermédiaire (2/3)
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On peut donc considérer que ¢ se met sous la forme :

3 (Ajp 1% = ) A (Njcg M < ) A (i, 1% > ) A (Ascy 1'x =1 £]7)
mais SRt <> nsRnt :

Ix (/\/-<p vx = T;) A (/\i<q vx < TN (Nicy vx > 7)Y AN(Njcs VX =m 77)
puis :

Ix (x =y O) A (Nicp x = T) A(Nicg X < TN (Nicy x> TN (Njcs X =m 7")

Théoréme On peut considérer que :

intermédiaire
mp=0: /\,-<J-<pT,- = 7j A x = 7o (occurrences de x ~ 79);
mg<1lr<1:

(x<oAx<T)o (x<oAo<T)V(X<TAT<0))
m s < 1: (petit raisonnement a base de pgcd).



Démonstration du théoréme intermédiaire (3/3)
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Ix (/\i<qx <T)NNicy x> 7 )YN(Nics X =m 7")

Il ne reste plus que 8 possibilités (g, r,s € {0;1}).
m Sir=0o0u g =0 (4 possibilités) : ¢ est équivalente a true ;
B (Ix x<7TAvV<x)e(v+1<7T)

B(Ix X<TAVSXAX=pE) <
(Viem(T+1+i<vAT+1+i=4¢))

Théoréme
intermédiaire



Démonstration du théoréme principal
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Démonstration.

Il suffit de montrer que les ensembles linéaires sont définissables.
Soit M =V +Nvg + -+ Nvp,_1. La formule suivante définit M :

o(X)=3o...Iym1 (/\i<m0 <YiANien (7(/') + > y;7(i)j = x;))

j<m

Preuve du

théorame Soit (X) une formule qui définit S. Alors il existe (X ) sans

principal

quantificateurs qui définit S, et sans négation. x est donc une
disjonction de conjonctions de formules atomiques. Les
sous-ensembles semilinéaires de N étant clos par intersection et par
union, il suffit de vérifier que les formules atomiques définissent des
ensembles semilinéaires, ce qui est facile. O
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